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APPROSSIMARE TUTTI I CALCOLI ALLA QUARTA CIFRA DECIMALE

SOLUZIONI MODALITA A

Esercizio 1 (9 punti) Supponiamo di aver osservato la seguente distribuzione doppia (fre-
quenze assolute congiunte) relativa ai caratteri X= voto di diploma e Y= voto medio esami
sostenuti, su un collettivo di studenti.

Y [ [18,25) | [25,27) | [27,30] | tot

X
[70,80) | 10 3 17 | 30
[80,90) | 13 10 27 | 50
[90, 100] | 3 7 10 | 20
tot 26 20 54 | 100

a) (1 punto) Ricavare la distribuzione marginale di Y = voto medio.

voto n; Di 51 C;
[18,25) |26]0.26 | 7 |0.03714
[25,27) [20] 02 [2] 0.1
[27,30] |54]054[ 3| 0.18

b) (1 punto) Rappresentarla attraverso ’opportuna rappresentazione grafica.

La corretta rappresentazione ¢ data dal seguente istogramma
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c
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¢) (1 punto) Calcolare la media di Y.
j1y = 0.26(21.5) + 0.2(26) + 0.54(28.5) = 26.18
d) (2 punti) I due caratteri X e Y sono indipendenti?

No, non lo sono, infatti esiste almeno una frequenza congiunta relativa diversa dal prodotto
delle corrispondenti frequenze marginali.
e) (1 punto + 2 punti) E possibile calcolare un indice di correlazione per i caratteri in que-
stione? Se si, calcolarlo e commentare il valore ottenuto.

Si, e possibile. Calcoliamo tutte le quantita coinvolte in : p = %

EX =84, EY =26.18

EX? =7105, EY? = 694

Var(X) =49, 0(X) =7

Var(Y) = 8.6076, o(Y) = 2.9339

EXEY =2199.12, E(XY) = 2200.7, Cov(XY) = 1.58
cov(X,Y) 1.58

P = G (X)o(Y) — 7(2.9339) 0709

L’indice mostra la quasi assenza di legami di tipo lineare.

f) (1 punto) E utile a questo punto, calcolare I'indice di connessione relativo (2 per tali dati?
Si, no, perche?

Si, poiche, dato il basso valore di |p|, 'indice di connessione potrebbe indicare la presenza
di un legame di tipo non lineare.

Esercizio 2 (3 punti) Si consideri il seguente esperimento aleatorio: si lanciano 2 monete
regolari, e si osservano le facce risultanti. Se compare lo stesso simbolo su entrambe le facce,
si lancia una terza moneta regolare, altrimenti ’esperimento ¢ concluso.

a) (2 punti) Costruire lo spazio €2 dei possibili risultati dell’esperimento:
assumendo per semplicita che le monete siano lanciate in successione si ha

Q= {TTC,TTT,CCT,CCC,TC,CT};

calcolare la probabilita di ciascun evento elementare:

P(TTT) = P(TTC) = P(CCT) = P(CCC) = é; P(TC) = P(CT) = i



b) (1 punto) Costruire la distribuzione di probabilita della variabile aleatoria X = Numero di
teste osservate al termine dell’esperimento.

'% x=0
% r=1
% r=3

\

Esercizio 3 (3 punti) Assumiamo che il punteggio di un test d’ammissione ad un corso
di dottorato di ricerca in una prestigiosa universita italiana si distribuisca come una v.a. X
Uniforme continua nell’intervallo [36, 60].

a) (1 punto) Calcolare il valore atteso di X.

Usando le formule relative ad una distribuzione continua uniforme su |a, b],

E(X)=92 =% =48

b) (1 punto) Qual & la probabilita che X risulti maggiore di 577
_ 57—a _ 21 _ 1
P(X>57)=1-3-"2=1-51=5.
¢) (1 punto) Uno studente viene ammesso soltanto nel caso raggiunga un punteggio superiore
a b7. Si presenta alla selezione un campione casuale semplice di 10 studenti. Qual ¢ la pro-

babilita che almeno due dei dieci studenti vengano ammessi?

Sia Y la v.a. che rappresenta il numero degli ammessi su 10 presentati. Allora Y ~ Bin(n, p)
conn=10ep=1/8.

10\ 7 10\ 1.7
PY>2)=1-PY =0-PY=1)=1- ()10 — (=)(5)? = 0.3611.
0/°8 1/°8°8
Esercizio 4 (2 punti) Siano (z1,x2,...,%4) 1 risultati riportati da un campione casuale

semplice di 64 aspiranti presentatori ad un test di selezione per una trasmissione televisiva. Il
risultato del test, per ogni partecipante alla selezione, ¢ una v.a. X; con distribuzione inco-
gnita di media p = 20 e varianza o2 = 256.

a) Determinare il valore atteso e la varianza della v.a. Xg4 = ”punteggio medio”.

Per le proprieta della media campionaria: E(Xes) = 20, Var(Xes) = 28 =4



b) Qual & la probabilita (approssimata) che Xg4 risulti inferiore a 22.67

P(Xgs < 22.6) =P (Xﬁ‘;l,—“ < 22~6—20) = P(Z < %8) = (1.3)= 0.9032.
8

U \/ 26546
Esercizio 5 (4 punti) Estratto un campione casuale semplice di ampiezza n = 25 da una
popolazione Normale, di media e varianza entrambe incognite, si ottiene Zfil x; = 480,

21221 z? = 10400. Si vuole testare I'ipotesi nulla Hy : u < 15 contro lipotesi alternativa
Hy:p>15.

a) (1 punto) Per un generico livello a dell’errore di prima specie, riportare I’espressione ana-
litica della regione di rifiuto del test.

.= 24 Se
R = {(I‘l, .. .,.T25) t Tos > 15+ tl—a\/%}
b) (3 punti) Qual & il p-value relativo alla realizzazione campionaria assegnata? Se « fosse
fissato a 0.01, rifiutereste o no l'ipotesi nulla?

st = 2 190 — (32)?] = 1.0417(47.36) = 49.3349

T5 — 15 19.2 — 15
W) = P(Toa > @) = P(T34 > 2.9898).

Si, rifiuteremmo, perche dalle tavole della distribuzione T di Student con 24 gradi di liberta
sappiamo che P(T54 > 2.492) = 0.01; quindi P (754 > 2.9898) sara minore di o = 0.01

p—value = P(X25 > i‘25|Hg) = P(T24 >

Esercizio 6 (2 punti) Siano T, e U,, due stimatori per un parametro incognito # di una popo-
lazione. Assumiamo che E(T,,) = 0 ovvero che T,, sia non distorto per 0, e che Vary(U,,) <
Vary(T,), per ogni 6.

a) (1 punto) E possibile stabilire quale sia lo stimatore pitt efficiente? Se si, fornire la risposta.

Per determinare lo stimatore piu efficiente € necessario confrontare gli errori quadratici
medi dei due stimatori. E noto che EQM(T},) = D?*(T,) + Var(T},). Poiche Vare(U,) <
Varg(T,), ma lo stimatore 7,, ¢ non distorto, non possiamo determinare lo stimatore piu ef-
ficiente.

b) (1 punto) Se fosse anche E(U,,) = 0 la risposta precedente cambierebbe? Se si , come?

In questo caso U, risulterebbe lo stimatore piu efficiente poiche il confronto degli errori
quadratici medi si ridurrebbe al confronto delle varianze.



Esercizio 7 (2 punti) Sia (X,..., X, ) un campione casuale semplice estratto da una popo-
lazione Normale N (p,9). Assumiamo che per il campione osservato risulti, > ; z; = 4680.

a) Determinare ’ampiezza campionaria minima necessaria affinché I'intervallo di confidenza
per p a livello (1 — ) = 0.90 risulti di lunghezza inferiore a 0.5.

l= 2(zl_iﬁ) < 0.5, quindi 2(1.645%) < 0.5, ovvero n > 390.

Il minimo valore di n € dato da 390.
b) Calcolare esplicitamente l'intervallo di confidenza in questione utilizzando il valore n trovato
al punto a). (Se non si ¢ risolto il punto a) assumere n = 36).

Per n=390

IC(p) = & + zl_a/Q% = [12 £ 1.645(

oogag)) = 112 £ 0.2499] = (117501, 12.2499).

Per n=36

3

IC(p) = Ty + zl_aﬂ% = [180+ 1.645( ;)] = [130 + 0.8225] = (120.1775, 130.8225).
n

Esercizio 8 (2 punti) Riportare I’espressione analitica dell’indice per la valutazione della

capacita di adattamento del modello lineare, noto come coefficiente di determinazione, espli-

citando tutte le quantita coinvolte.

o SQM X6~ 5P
SQT > (yi — 7)?

dove le y; sono i valori osservati, ¢ & la media dei valori osservati, ¥; = By + B12;, sono i valori
stimati dal modello.



